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CAPITOLUL 1
Intervale de numere reale. Inecudtfii in R

1.1. Mulfimi definite printr-o proprietate comund a elementelor lor
A.Multimea numerelor naturale N = {0, 1, 2, 3, ...}; N'=N- {0}.
Multimea numerelor intregi Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3, ...}; 7' =7- {0}.

. . a
Multimea numerelor rationale Q = {—

an,beZ*};Q*=Q— {0}.

Avem:

NcZcQ.

Observatii:

1) N este stabila in raport cu adunarea si Inmultirea numerelor naturale (suma si
produsul a doud numere naturale este numar natural).

2) Multimea N nu este stabila in raport cu scaderea si impartirea.

Exemplu:3si5eN,dar3-5¢N,3:5¢N.
3) Z este stabila in raport cu adunarea, scaderea si Tnmultirea.

4) 7Z nu este stabila in raport cu Impartirea.

5) Q este stabilad in raport cu adunarea, scaderea, inmultirea si impartirea.

. < . s . qas @ .
6) Pentru orice numar rational » existd o fractie ireductibila 3 (unicd) cu a € Z,

. R a
b € N astfel incat r :Z.

7) Orice numar rational poate fi reprezentat prin fractii ordinare echivalente sau
printr-o fractie zecimala finita sau printr-o fractie zecimala periodica (simpla sau mix-
td).

8) Vom lucra cu perioada diferita de 0 si de 9. Astfel, avem:

8,(0) = 8; 3,46(0) = 3,46; -5,(9) = _532 6.



9) Transformarile fractiilor ordinare in fractii zecimale au loc prin algoritmul de

. 8 2 47
impartire: — =8:25=0,32; —— =-0,(6); — = 1,5(6).
partire: — 3 (6) 30 (6)

10) Transformarile fractiilor periodice in fractii ordinare:

. o D T a,a,..q,
I. fractie zecimala neperiodicd: q,,a,a,...a, =a,——=;
100...00
%f_/
n cifre de 0
. L aa,...q,
II. fractie zecimala periodica simpla: a,,(a,a,...a,) = q, 99,9 ;

n cifre

III. fractie zecimala periodica mixta:

m

a,a,..qa,. B —aa,..a

0 99...900...0
—_— —

p cifre  m cifre
11) Orice numar irational este reprezentat printr-o fractie zecimala infinita si nepe-
riodica.
Exemple: 2,31311311131111....; \/p , p numar prim.

12) Multimea numerelor reale R este reuniunea dintre QQ si multimea numerelor

a,,aa,..a,(a,,..a

m+1c" m+p)

irationale.

o . o . a * o « A
Teoremai. Fie numarul rational 3 a € Z,b € N . Numarul se transforma in:

I. fractie zecimala finita daca b=2" - 5", m,n € N;

II. fractie zecimala periodicd simpla daca b contine in descompunerea sa numai
factori primi diferiti de 2 $i 5;

III. fractie zecimala periodica mixtd daca b contine in descompunerea sa cel putin
unul din factorii 2 sau 5, dar si cel putin un factor prim diferiti de 2 si 5, partea neperi-
odica avand un numar de cifre egal cu cel mai mare dintre exponentii lui 2 §i 5.

B. Definitie. Spunem ca numarul real a este mai mare decat numarul real b daca exis-
ta numarul real ¢ > 0, astfel incat a = b + c¢. Scriem a > b. Scriem echivalent b < a.
Avem a > b < existid ¢ > 0, astfel incata = b + c.
Proprietitile relatiei de ordine:
a) reflexivitatea: a > a, ¥V a € R;
b) antisimetria: a> b, b>a = a = b;
¢) tranzitivitatea: a>b,b>c=a>c,V a, b, c € R.
Relatia de ordine este compatibild cu operatiile de adunare si inmultire, adica:
aA)azb,c2d=a+tc2b+d Vcel;
b)azb,c>0=ac>bc,a>2b,c<0=ac<bc;
c)a>b>20,c2d>0=ac>bd.



Relatia ,,<” este relatia de ordine compatibild cu adunarea si Tnmultirea numerelor
reale.

Relatiile ,,>” si ,,<” nu sunt relatii de ordine (sunt doar tranzitive).

Definitii. Partea Intreagd a unui numar real x (notata cu [x]) este cel mai mare nu-

mar intreg cel mult egal cux: [x] =n € Z astfel incatn <x<n+ 1.

Exemple: [2,43]=2;[-2,43]=-3.

Partea fractionara a numarului real x este {x} =x — [x].

Proprietitile ale partii intregi a unui numar real:

A [x]<x<[x]+1,VxeR;

byx—1<[x]<x,VxeR;

Oxl=xxe’Z;

d)x+m]l=[x]tm VxeR,VmelZ,

e)[x]+I<[x+yl<[x]+[]+ 1L, Vx,yeR

Proprietatile ale partii fractionare a unui numar real:

)0 {x} <1,VxeR;

b) {x} =x<x € (0, 1);

) {x}=0=VxelZ;

d){x+tm}={x},VxeR, VmelZ.

Definitii. 1. Fie numarul real pozitiv a = ap,a14;...a,... . Aproximarile sale cu n ze-
cimale sunt numere rationale, astfel:

e prin lipsd: @, = ap,a1as...ay;

e prin adaos: a, = ag,a1az...a, + 107"

Avem a, <a<d,VneN.

2. Fie numarul real negativ a = ag,a14,...a,... . Aproximarile sale cu n zecimale
sunt numere rationale, astfel:

e prin lipsd: a, = ap,a1az...a,— 107";

e prin adaos: a, = ag,a1a;...a,.

*
Avem g, <a<a),VneN.

C. Definitie. Modulul numarului real a (sau valoarea absolutd a lui @) este:

—a,a<0
|a|: 0,a=0
a,a>0
—a,a<0 |[—-a,a<0
Avem |a|= = .
a,a>0 a,a>0



Proprietitile modulului numerelor reale:
a)lal| 20,V aeR;

b)la|=0< a=0;

¢)|-a|=lal, VaeR;

d) labl =la| - |bl, a, b € R;

a_Lld

S 1,0
Nl
f)|a + b| <la| +|b| (cu ,,="dacd a, b<0saua, b>0)
g x|<a,cua>0<-a<x<a;

h) Va? =lal,Va eR;

)|jx|2a,cua>0<x2asaux <—a.

VaeR VbeR"

. Operatii cu numere reale
I. Proprietitile adunarii numerelor reale:

a) asociativitatea: (a + b)+tc=a+ (b +c),Va,b,c e R;
b) comutativitatea: a + b =b +a,V a, b € R;
c) elementul neutru (nul): a+0=0+a=a,V a € R;

d) elementul opus: pentru orice a € R, existd (—a) € R astfel Incat:
at(-a)=(a)+a=0.

I1. Proprietitile inmultirii numerelor reale:

a) asociativitatea: (a-b)-c=a-(b-¢c),V a,b,c € R;

b) comutativitatea: a -b =b-a,¥ a,b € R;

c) elementul unitate: exista elementul 1 € R astfel incata-1=1-a=a,Va e R;

) | _ a A
d) elementul invers: pentru orice a € R, existi — (saua ') € R astfel incat:
a

1 1
a-—=—-a=1.
a a

Definim diferenta dintre a §i b € R astfel: a — b = a + (-b).

Definim impirtirea luia €« Rlab € R astfel: a: b =a - %

Avem urmatoarele proprietiti:
a) distributivitatea inmultirii fata de adunare si scadere: a - (b c¢) =ab * ac;
b) regula semnelor: (—a) - b = a - (-b) = —(ab); (—a) - (-b) = ab.



II1. Puterile cu exponent intreg sunt definite astfel: dacd a < RneN,n>2,

_ 1, v 1
a"=a-a-...a,a"=—,a =1,0"=0,neN,a =a,a e R.
%{_/ an

n factori
Proprietatile ridicarii la putere:
. * .
Fiea, b € R, m,n € 7Z. Atunci avem:

a)am‘an:aern; b) am:an:am—n; C) (am)n:amn;
d)a" - b" = (ab)"; e)a”":b"=(a:b)".
IV. Definitie. Radicalul (de ordinul 2) (sau radacina patratd) a numadrului real a > 0

este numirul x > 0 cu proprietatea x* = . Notim x = Ja.
Proprietitile radacinii patrate:

a) Va’ =la|,VaeR; b) Va b =+ab,a>0,b>0;
a \/E n

©) 4|7 =—F=,a20,b>0; d) Va' =(Va) ,a>0,nez;

) Ja=t ) =(Ja)

e) Va’b = a\/g pentrua >0, b>0;

’ 2 _ _ / 2 _
f)\/ai\/gz\/a+ a bi\/a ;1 b,pentruaZZbZO,aZO(formularadi—

2
calilor dubli (compusi).

E. Valoarea maximai si valoarea minima a numerelor a si b:

a,a>b a+b+la—bl . a,a<b a+b—la—b|
max(a,b) = = min(a,b) = =
b,a<b 2 b,b<La 2
Media aritmetica a numerelor reale ay, a, ..., a,,n € N, n > 2, este:
_ata,+..+a,
=8
n
Media aritmetica ponderata a numerelor ay, a,, ..., a, cu ponderile py, p, ..., p, >0
ap +a,p,+..+a
este m, = 1Pt P ‘
p+p,t..t+p,
Mediile armonica, geometrica (proportionald), patratica ale numerelor a > 0,
2 2ab a’+b’
b >0 sunt: m,, =-—-—= ;m, =~ab; m_ = .
1 + 1 a+p ¢ ’ 2

a b
Teorema (inegalitatea mediilor). Pentru orice @ > 0, 5> 0, a < b, avem:

2 a+b _|a*+b*
a< <+ab < < <b;
1 1 2 2

7+7
a b

min(a,b)<m, <m, <m <m_ <b (cu,="pentrua = b).

arm g a 2




Probleme propuse

A.
S
1. Dati cate trei exemple de fractii echivalente cu:
2 -3
a) —; b) —.
) 3 ) 5
2. Determinati numerele intregi n pentru care:
13 -11 6 11
a e Z; b e Z; C eQ-7; d e R-Q.
) 2n—1 ) 3n—-1 )3n—2 Q ) 3n-1 Q
3. Scrieti numarul 8 ca:
a) suma a trei numere intregi; b) produsul a trei numere naturale;

¢) produsul a patru numere din Z — N;  d) produsul a doud numere din R — Q.

4. Demonstrati ca exista doua cifre a pentru care:

a) VSn+a e R-Q; b) V5n+la eR-Q,VneN.

5. Transformati in fractii zecimale numerele rationale:
a) 4.
125°
6. Transformati 1n fractii ordinare numerele:
a) -2,(3); b) 3,(20); c)2,213); d)2,21(3); e)-3,32(10).
7. Ordonati crescator numerele:
a) 1,(23); 1,23; 1,2(3); 1,23(4); 1,23(2);
b) -2,1(4); —2,15; -2,145; -2,14(3); —2,14(5).
8. Demonstrati ca urmatoarele numere sunt irationale:

D35 ST VB2 BBV e)ﬁz—15 Dﬁﬁﬂ.

6 -25 16 21 17
b) —; c) —; d) —; e) —; 1—.
)72 ) 8 )35 )20 2 60

%k 3k

9. Demonstrati ca o fractie zecimala este finitd dacad si numai dacd este de forma

4 ,ae€Z,mneN.
2m.5"

. - . * - . .
10. Demonstrati cd, pentru orice n € N', urmatoarele numere sunt irationale:

a) V5n+8; b)JI0n+7;c) Va4n+2; d)J4n+3; e)Nn +n.

11. Demonstratica 4 € R —Q, unde 4=0,122333444...san..1n....
—_—

de n ori

12.Fie a, b, ¢, d € Q, n si p numere prime. Demonstrati ca:
a) a\Jp+b=0 o a=b=0;
b) ay/p+b=c\lp+d ©a=c,b=d,
¢) aln+bp =0=a=b=0.

10



13. Demonstrati ca:

a)xeN,\/; e@:>\/; eN;

b)xeN,yeN,\/;Jr ye(@:>\/; eN, Jy eN.
11 n+l n+2
1™ 857" i,
49" . 289"

n+4 . n+
si

n+7 n+10

b) Existd x, y € N astfel incat x* + y* = 3x + 5y + 20212

14. Determinati multimea 4 = {n € N‘

nu sunt echivalente.

15. a) Determinati n € N, daca fractiile

—p este ire-
p

16. Fie fractia ireductibila L ,p,q € N', p < q. Demonstrati ca fractia q

q
ductibila.
17. Determinati numerele prime p pentru care p + 2, p + 4, p* + 2 si p” + 4 sunt numere
prime.
18. Fie a, ay, as, a4, as € N astfel incit a2 = a,a,, @’ = a,a,, a; = a,a;, a2 = a,a,. De-
monstrati cd @) = a, = a3 = a4 = as.

KoKk

19. Fie a, b € Q" astfel incat @’ + b* = 2ab. Demonstrati ci 1 — ab este patratul unui
numar rational.

. - . *
20. Demonstrati ca, pentru orice n € N, avem 4, € Q, unde:

143 1= 245 2-45 n+2n+1 n—2n+1
A, = + + + +...+ + .
2-V3 2+3 3-5 3445 n+l1-\2n+1 n+1+V2n+1
21. Determinati numerele prime a, b, c, d astfel incat 2a + 3b + 4¢ + 24d = 282.
22. Fie x, y € Z. Demonstrati cd 23 | 2x + 3y < 23 | 9x + 2y.

2
o 2
23. Determinati 4 = {n ez il € Z} .
n+2
24. Demonstrati ca fractia F este ireductibil, iar F, este reductibila, unde:
2n° +3n+1 5n° +5n+4

,VnelN.

s ren+2" P 30t 130’ +6
25. a) Demonstrati ca fractia F = 1:2:3-...-2000+1 este ireductibila.
1-2-3-...-2001+1

b) Generalizare.

B.
k

26. Scrieti aproximirile zecimale prin lipsd si prin adaos mai mici decat 10°, 107",
102,107 pentru numerele a = 2,(7), b =-3,(6), c = \/5 ,d= —\/5 ,e= \/g ,f= —\/g.
11



27. Comparati numerele:

a) Vn+5 si2n+1; b) 24/3 si 3V2; o) 1+n+3 si 2+n+1.

28. Comparati numerele:

a) V2 +7 si V3+4; b) V13 -7 si JI1-45.

29. Demonstrati ca:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a) —<—+—+..+—<I; b) —<—+—+..+—<—;
2 10 11 19 10 90 91 99 9

5 10 15 18 3
+ + + <=,
2.7 7-17 17-32 32-50 5
30. Demonstrati ci numiarul Vn’ +n+1 e R—Q,Vn e N,
* 3k

31. Demonstrati ¢d numirul vn* +3n+3 e R—Q,Vn e N,
32. Determinati a, b, ¢ € Z, stiind ca: 1. abc < 0; 1. |[a|=b+223b;1ll.a + b + c=2.
33. Ordonati numerele a, b, c, stiind ca A+ +F+345=5a+11b—c.
34.Fiea,b,c € Rcua + b + ¢ = 1. Determinati min(a” + b* + ¢*).

b b c c

35. Fie a, b, c cifre nenule distincte si x =i+—, y=—+—,z =—+i sid=
10 100 10 100 10 100

2
c) =<
)5

=x +y + z. Determinati:
a) min A §i max A4;
b) cel mai mic numir n € N', astfel incat nd € N sia + b + ¢ =12.
KKk
36. Demonstrati ci dacd x, y € R, x* + y* — 2x + 14y + 46 = 0, atunci x > y.

37.Fie a= \/§2+1, b= \/_2_1 .Demonstraticaa”"+5b">2,Vn e N’

38. Demonstrati ca, dacd x, y € R, [x] =[], atunci |x —y| < 1.

39. Demonstrati ca, dacd x, y € R, atunci {x} = {y} < x-y e Z.

40. Demonstrati ca, pentru orice x € R, avem:
a) [x]+ [x + %} =[2x]; b) [x]+ [x + %} + {x + %} =[3x] (identitatea lui Hermite).

41. Calculati partea Intreagd a numerelor:

a) Nn*+2n ; b) Vn® +4n ; c) Nan® +n; d) (\/n+l +x/n+2)2.

42. Rezolvati urmétoarele ecuatii:

a){x—3:|_x+l. b){2x+l}_2x—1_ C)[3x—l}_3x+l.
3 4 3 2 2 2 7

12



